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Создание конкурентоспособных на мировом рынке технических устройств и си-
стем не представляется возможным без проведения широкомасштабных исследований, 
связанных с вычислением на ЭВМ. При этом, для нахождения оптимального техниче-
ского решения, могут потребоваться большие вычислительные ресурсы. В настоящее 
время для решения многих прикладных задач широкое применение нашли методы гра-
ничных элементов (МГЭ) [1-8]. МГЭ привлекают простотой постановки краевых задач, 
уменьшением на единицу размерности задачи, возможностью рассмотрения граничной 
поверхности достаточно сложной геометрической формы и удовлетворительной для 
практических приложений точностью получаемых результатов. Численной реализации 
МГЭ посвящены многие работы [1-5]. В этих работах достаточно подробно описаны 
алгоритмы вычислений элементов матрицы системы линейных алгебраических уравне-
ний (СЛАУ), аппроксимирующих интегральное представление решений исходных 
дифференциальных уравнений. Указанные элементы матрицы СЛАУ в методах гра-
ничных элементов низкого порядка представляют собой потенциалы от двойного и 
простого слоев, равномерно распределенных по поверхности граничных элементов, и, в 
общем случае, являются сингулярными интегралами. Приведенные в работах [2,3,6,9-
12] квадратурные формулы вычисления потенциалов имеют низкую точность вблизи 
граничной поверхности [9], являются громоздкими и содержат трансцендентные функ-
ции, вычисление которых на ЭВМ требует больших затрат времени и удвоенной точно-
сти представления чисел [3]. Это приводит к низкой вычислительной эффективности 
МГЭ при решении задач по оптимизации, нестационарных задач, требующих большего 
количества итераций по времени. Поэтому одной из актуальных задач является повы-
шение вычислительной эффективности МГЭ с целью увеличения оперативности про-
водимых численных расчетов на компьютерах средней мощности.  
 В настоящей работе разработаны простые и экономичные алгоритмы вычисле-
ния однородных потенциалов простого и двойного слоев. Данные алгоритмы рассмот-
рены на примере решения методом граничных элементов трехмерной задачи обтекания 
твердого тела потенциальным потоком несжимаемой жидкости. Применение разрабо-
танных алгоритмов для других приложений МГЭ не составляет большого труда. 
 Интегральное представление решения дифференциального уравнения Лапласа в 
виде сумы потенциалов двойного и простого слоев имеет вид [6]: 
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где   – скалярная функция потенциала; S, n – граничная поверхность и внешняя нор-
маль к ней; r – расстояние от точки интегрирования до точки вычисления  . 
В интегральном уравнении (ИУ) (1) интенсивность простого слоя известна из 
краевого условия на граничной поверхности. При численном решении ИУ (1) поверх-
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ность S апроксимируется совокупностью малых граничных элементов (ГЭ): 
1
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h
h
S G

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а функция   – кусочно-постоянной функцией. В результате приходят к СЛАУ относи-
тельно неизвестных значений интенсивности потенциала в центрах ГЭ: 
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Здесь: 1,h N , 1,k N  – нумерация граничных элементов;  Gh ,GK – граничные элемен-
ты поверхности S;
kh
r  – расстояние от центра граничного элемента Gh до точки инте-
грирования dGK . 
Элементы матрицы СЛАУ 
Kh
C  (3) и hkb  (4) представляют собой потенциалы в 
центре граничных элементов Gh от, соответственно, двойного и простого слоя, равно-
мерно распределенных по поверхности ГЭ GK и имеющих единичные интенсивности. 
Для диагональных элементов матрицы СЛАУ интегралы, входящие в выражения (3) и 
(4), являются сингулярными. 
 Рассмотрим вычисление потенциала от двойного слоя (3). Достаточно простые 
формулы вычисления потенциала двойного слоя выведены в работе [13]. В данный ра-
боте предлагается следующий рациональный, с точки зрения оперативности и доста-
точной точности получаемых результатов, алгоритм вычисления однородного потенци-
ала двойного слоя, выведенные на основе численных экспериментов: 
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где K  – угол между нормалями к треугольным элементам, образованных при разбие-
нии четырехугольного ГЭ GK диагональю; если ГЭ GK - треугольный, то 0K ; cpr

 – 
радиус вектор, проведенный из центра ГЭ Gh в центр GK; i – нумерация дополнитель-
ных малых ГЭ, полученных при разбиении ГЭ GK двумя диагональными отрезками; 
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cp Kr r G , где KG  – площадь ГЭ GK. 
Предложенные формулы вычисления потенциала двойного слоя требуют, по 
сравнению с формулами, предложенными в работах [9, 10, 12], в 5-20 раз меньше вре-
мени счета на ЭВМ при вычислении диагональных элементов матрицы СЛАУ (2) и в  
6-7 раз – при вычислении недиагональных элементов.  
Для вычисления потенциала простого слоя при h k  ( hhb ) введем местную по-
лярную систему координат (θ,ρ), связанную с одним из квадрантов ГЭ (рис.1). 
 
Рисунок 1 – Полярная система координат 
 
Тогда выражение для потенциала простого слоя примет вид: 
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где 1 4i ,  – нумерация треугольных элементов, полученных при разбиении Gh двумя 
диагональными отрезками; i  – угол при вершине (т.О) i  – го треугольного элемента; 
iR  – верхний предел изменения переменной интегрирования  для i  – го треугольного 
элемента. 
Приведенная в работе [2] квадратурная формула вычисления интеграла в выра-
жении (6) является достаточно громоздкой и содержит большое количество трансцен-
дентных функций. Ниже приведены простые формулы вычисления hhb . 
Разобьем угол i  с равномерным шагом на CN  секторов (рис. 2): 
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Рисунок 2 – Разбиение треугольного элемента на секторы 
 
Заменим j -й сектор i -го треугольного элемента круговым сектором, имеющим 
такую же площадь. Тогда из (7) следует, что: 
 
 
1
CN
i ji ÝÊÂji
j
b R

   ,         (8) 
 
где ÝÊÂjiR  – радиус кругового сектора, эквивалентного по площади j -му сектору i -го 
треугольного элемента. 
С учетом (7), (8), (6) формула вычисления потенциала простого слоя при h k  
примет вид: 
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Методические исследования показали, что погрешность вычисления hhb  по 
квадратурной формуле (9) не превышает 0,01 % для ГЭ, имеющих форму квадрата. Для 
граничных элементов, форма которых отличается от квадрата, погрешность вычисле-
ния hhb  по квадратурной формуле (9) не превышает 1,5 %. Для примера на рис. 3 при-
ведена зависимость погрешности вычисления hhb  от удлинения  (отношения суммы 
поперечных размеров к сумме продольных размеров ГЭ). 
Рисунок 3 – Зависимость погрешности вычисления hhb  по формуле (9) от λ 
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При h k  (для несингулярных интегралов) значение hkb  рационально вычислять 
численно с разбиением ГЭ на малые дополнительные элементы и осреднением подын-
тегрального выражения в (4). Было установлено, что количество малых дополнитель-
ных элементов должно быть не менее 8 – в ближнем поле и не менее 4 – в среднем поле. 
В дальнем поле ( 7r  ) потенциал hkb  с достаточной точностью вычисляется без разби-
ения ГЭ GK на малые дополнительные элементы. Следовательно, алгоритм вычисления 
потенциала простого слоя имеет вид: 
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где iG  – площадь i -го дополнительного элемента. 
 Предлагаемые алгоритмы вычисления однородного потенциала двойного (5) и 
простого слоев (10) существенно уменьшают потребное время счета на ЭВМ и не тре-
буют удвоенной точности представления чисел. Разработанные алгоритмы могут быть 
использованы при разработке, на основе МГЭ, численных методов в аэрогидродинами-
ке [6,7,8], в электродинамике [6, 15], в геодезии [14], в теории упругости [6, 16], в тео-
рии лучистого теплообмена [17, 18] и в других областях математической физики.  
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ДО ОБЧИСЛЕННЯ ОДНОРІДНИХ ПОТЕНЦІАЛІВ ПОДВІЙНОГО  
І ПРОСТОГО ШАРУ В МЕТОДАХ ГРАНИЧНИХ ЕЛЕМЕНТІВ 
 
 У роботі приведений прості та економні алгоритми розрахунку однорід-
них потенціалів подвійного та простого шару в методах граничних елементів. 
Приведено порівняння з відомими алгоритмами, що показують обчислювальну 
ефективність розроблених алгоритмів. 
 
 
